Devoir maison n°4 : correction

Exercice 1. Une fonction définie a partir d’une intégrale (d’aprés CCINP 2023)

Partie I - Définition de la fonction

1
Q1. Pour quelles valeurs de @ € R l'intégrale / t* dt est-elle convergente? Calculer alors sa valeur en
0

fonction de «.

Pour tout « € R, la fonction ¢ — t* est continue sur |0;1].

Lde
On écrit, pour t € ]0;1], t* = t,% Alors, d’apres le cours, / — est convergente en 0 si et seulement
0

si—a <1, ie. .

1
Dans ce cas, on pose X > 0. On a / t*dt =
X

o+l 1 1 xotl

1
= — car a+1 > 0.
b% a+1 a+1 x=0 a+1

a—+1

1 1
En particulier / t*dt = L
0 a+1

Q2. Un nombre réel z étant fixé, donner un équivalent (sous la forme d’une puissance de t), lorsque t tend
x—1

14+¢

vers 01, de la fonction définie sur |0;1] par ¢ —

r—1
t ~ tT—1

1+4+¢ ot

Soit « € R. Comme1+t:1, on a
0

1 tx_l
Q3. En déduire que l'intégrale /
o 1+1

dt converge si et seulement si x > 0.

z—1

Pour tout z € R, la fonction x — est continue sur ]0; 1].

1
D’apres Q1, I'intégrale / t*~1 dt est convergente si et seulement si z —1 > —1, i.e. > 0. Grace a la
0

r—1

1
question précédente, on en déduit par équivalence de fonctions positives que / dt est convergente
0

si et seulement si .

1 t:rfl
dt.

On définit alors sur |0 ; 4o0o[ la fonction f par f(z) = / T
0

Partie II - Valeurs de f(n) pour n € N*

Q4. Montrer que f(1) = In(2), puis que f(2) = 1 — In(2). On pourra remarquer que, pour tout ¢ € [0;1],
1 t
14t 1+t
Comme on connait les primitives (via I'indication pour la deuxiéme), on a directement :

1
- f)= | L= {ln]1+t|](1):.

1+t

1 ¢ 1 1 1
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Q5.

n—2

1 ,
On admet que, pour tout entier n > 2 : f(n) = (=1)"1In(2) + (1) Z(—l)km Ecrire une
k=0

fonction python d’entéte def f_entier(m): qui calcule f(n) a partir de cette formule et renvoie la
valeur de f(n), pour n € N*.

On importera la fonction log (pour In) de la bibliotheque numpy.

C’est un classique algorithme de somme.

1 from numpy import log

3 def f_entier(n):

4 total = (-1)*x*(n-1) * log(2)

5 for k in range(n-1):

6 total = total + (-1)**n *x (-1)x*xk / (k+1)
7 return total

Partie III - Limite de f en 0

Q6.

Q7.

Qs.

txfl t:rzfl

Montrer que, pour tout z > 0 et ¢t €]0;1] : < 151 <l
1 1
En déduire que, pour x > 0 : o < fz) < —.
x T
Soient z > 0 et t € ]0;1]. Comme 0 < t < 1, ona l < 1+¢ < 2 puis en passant a l'inverse
1 1 L L ta:—l t:c—l
1> —— > —. En multipliant par t*= > 0, on obtient |t*~" > > —— | Alors, par croissance de
1 tl’—l 1 tw—l 1
I'intégrale (elles sont toutes les deux convergentes), on obtient / 5 dt < / 15t dt < / ==L dt.
0 0 0
Au milieu on reconnait f(z). Pour les deux autres, on applique Q1 avec « = x — 1 > —1 (car z > 0)
L 1 1 1
et on obtient / t*1dt = ———— = —. D’oli comme attendu | — < f(z) < — |
0 r—1+1 aE 2z 7

En déduire la limite de f en +o0o ainsi que la limite de f en 0.
. 1 . .
o Comme lim — = 400, par comparaison | lim f(z) = +oo|.
z—0t 2 z—0F
1 1
e Comme lim — = lim — =0, d’apres le théoréme des gendarmes, | lim f(z)=0]|
T——+00 20 T——+00 I T—+00

Tracer I’allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé. On placera en particulier
les points de cette courbe d’abscisses 1 et 2 (on donne In(2) ~ 0,7).
Ci-contre :

e en pointillés la courbe représentative de x — 2
x

¢ en tirets longs la courbe représentative de x — —,
x

e en trait plein la courbe représentative de f.

De plus on a représenté les valeurs

f(1)=In2~0,7 et f(2)=1—-In2~0,3

obtenues en Q4.
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Partie IV - Equivalent de f en +c0

Qo.

Q10.

Q11.

Montrer que, pour z € |0;+oo], f(z) + f(z+1) =

- B[

Soit > 0. On a aussi  + 1 > 0 donc, d’apres Q3,
I'intégrale

1tx—l 1 tz 11596_1M 1 Q6
1) = dt dt=| ————Zdt=| ¥ tdt =|=|
f@)+f@+1) /0 A N /0 1Tt /o z

On admet que f est décroissante sur ]0;+oo[. Montrer que, pour = > 1 :

fla+ 1)+ f(z) <2f(z) < f(z) + flz—1).

(x) et f(xz+ 1) sont bien définis. Par linéarité de

Soit z > 1. Comme f est décroissante sur |0;+oo[,ona f(z+1) < f(z) < f(x—1). En ajoutant f(x),
on obtient ‘f(x + 1)+ f(z) < 2f(x) < f(x)+ f(x—1) ‘

En déduire un équivalent de f en +oc.

1 1
Pour x > 1, on a x — 1 > 0. Alors, d’aprés les deux questions précédentes, — < 2f(z) < T En
7 T —
multipliant par z > 0, on obtient 1 < 2z f(x) < < T
x [e—
Or lim = 1. Ainsi d’apres le théoréeme des gendarmes lim 2z f(xz) = 1, ce qui se réécrit
z—+oox — 1 z—+00
f(z) 1

= 1, c’est la définition de | f(z) fod
0o 2%

s 1/2x

Exercice 2. [Facultatif]

Partie A - Une formule pour f(n)

Q12.

Rappeler la formule de factorisation de a™ — b", pour (a,b) € R? et n € N*.
n—1

En déduire que, pour t € [0;1],n e N* : 1 — (=t)" = (1 + ) Z(—l)ktk.
k=0

D’aprés le cours de premiere année, pour tous (a,b) € R? et n € N*, on a

n—1
a®—=b"=(a—0) Z a" IRk |
k=0

En appliquant cette égalité avec a = 1 et b = —t, on obtient
n—1 n—1
1—(=t)"=1"=(-t)" = (1 - (-¢)) Z 1”’1’k(—t)k =1(1+41¢) Z(—l)ktk L
k=0 k=0

Remarque : si on ne se rappelle pas de la formule de factorisation, on peut retrouver cette derniére
égalité en développant le membre de droite et en remarquant qu’il y a télescopage.

TSI2 - Les Lombards 3/4 2024-2025



n—2

1
Q13. En déduire que, pour tout entier n > 2 : f(n) = (—=1)"1In(2) + (-1)" Z(—l)kk 1 On pourra
k=0
remarquer que, pour n > 2 et t € [0;1] : "1 = (=1)" (=)L,
n—2
D’aprés la question précédente prise en n—1, pour tout t € [0;1], ona 1—(—t)""1 = (1+¢) Z(—l)ktk.
k=0

(ort_ 1 %%

Cela se réorganise en Z(—l)ktk. Alors, en commencant par 'indication fournie :

14+t 1+¢ —
1 ¢n—=1 1 (_t)n—l
= dt = —1"—1/ ~dt
sy = [ pde= ([
relation ci-dessus
1 1 n—2
:(—1)n—1/ <— (—1)’“1&"’) dt
o \1-+t¢ P
linéarité intégrale
n—2 1
= (") + ()" S (1F [ e
k=0 Y
Q4 et Q1
n—2
1
=[(=1)" 2+ (=)™ Y (-1)*
(0 n2 e+ (1" D

Partie B - Variations de f
Q14. Rappeler la définition de la décroissance d’une fonction g définie sur un intervalle I et a valeurs dans R.

Par définition, une fonction g est décroissante sur un intervalle I si pour tout (z,y) € I? tel que z < y
alors g(z) > g(y).

Q15. Soit «a et 5 deux nombres réels tels que —1 < a < . Comparer, pour ¢t € ]0; 1], t“ et th.
En déduire que f est décroissante sur |0; +o0].

Soient —1 <a < Bette]0;1].
a<p
>lnt<00art<1
=B

alnt > Bint

> exp croissante
e Int > eﬁ Int

N 5 par définition a® = b @
t* >t

Soient maintenant 0 < z < y. Via ce qui précede aveca=x —1> —let f=y—1,ona:

>1+t>0

> croissance de l’intégrale

1 po-1 1 -1
/ dt > / dt
o 1+1¢ o 1+1 > définition de f et intégrales

convergentes par Q3

Ainsi, d’apres la question précédente,

f est décroissante sur |0 ; 00| ‘
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